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MANIPULATION DES TORSEURS

pour la modélisation d'un mouvement ou d'une action
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1 Préambule

Le torseur est un outil mathématique adapté a la modélisation des mouvements et des
actions mécaniques car il permet de calculer facilement dans l'espace :

la vitesse d'un point due a la vitesse de rotation d'un solide

I'effet « tordre » du a une action de type « pousser »

- -

V(P,1/0) = V(A 1/0) M. (251) = M,(2>1)

La manipulation des torseurs fait intervenir I'utilisation d'un opérateur mathématique qui
est le produit vectoriel de deux vecteurs.

2 Produit vectoriel de deux vecteurs
2.1 Définition
soient % et v deux vecteurs de dimension 3. On appelle le produit % vectoriel v
w =uAv tel que .
wlnu et w .
wlv et
(,v,w) direct et
[ ] ] >sin (@, 7) h

2.2 Propriétés

Soit (X, ¥,Z) un repére orthonormé direct : XAy = Z ; YA
Yu:uru =0

anti-commutativité : Vi et v : u
=X

AV ==V AU
non associativité : x A(X Ap) AZ = —y alors que (X A
distributivité par rapport a +: Vi, v, w (u+v)Aw = (uAW)+(¥ AW
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2.3 Calcul manuel

a d . . e
Soient u:[ p| et V:| e Le déterminant ¢ f
¢ / se calcule par
bX f—cXe le produit de la diagonale descendante hXf
UNV: exXd—aX f moins le produit de la diagonale montante ¢ Xe
aXe—bXd
- =_|b e|s |c fls,la >
AV = +¢ 13+
HAV=| p R A A Z

2.4 Utilisation de la calculatrice

Le programme PROVEC va calculer les coordonnées du vecteur w en fonction des
vecteurs u et Vv
Les coordonnées de 1 sont notées XY & Z, celles de v sont notées Xag,Yas & Zas

Version Ti 82
Programme Exécution
======PROLEL H=7 PROGRAM: PROVEL FramPEOVEL
=" R 123 tInFPut MR PUL R W 7183
M= W=7 flnput UNOPMLY W7 -42
NE="asy -42 tlnFut "2 ML 2 Z_ 78
"HAE=""7+l« Z=7 tInFPut "RABT" .U “AE7SH
"HHE="T7-*l1d A flnFut "NVABTEM LM YABYZE. &
"ZAB=""7-+hld nAB=" flnFut. "ZABE" 2 W ZAEYE
-2 L) S i0isp Y#ll-24\ &
ZHEI— YHE=" t0isrp Zall—x+bl 5]
el I=Y=L BE. 6 t0isp sl LY 17247, 8
ZAE=" Done
5]
5
K
17947. 3
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3 Propriétés mathématiques des Torseurs
3.1 Définition
Le torseur [T} estun ensemble de deux vecteurs :

Le vecteur résultante R , constant en tout point, est utilisé pour représenter la vitesse de
rotation du mouvement d'un solide ou la composante « pousser » d'une action mécanique.

Le vecteur moment M , | variable en fonction du point A, est utilisé pour représenter la
vitesse du point A ou l'effet «tordre» en A de I'action mécanique.

1 e X . L, X L,
On note [TJ: Y etpour R:| Y| et M| M, (TI=1 Y M,
y y 7 N, lz N

3.2 Changement de point

Les études de cinématique ou de statique débouchent sur le probleéme suivant :
connaissant le torseur représentant le mouvement ou I'action mécanique en un point A, on
souhaite le connaitre en un point B.

Le vecteur résultante est le méme en A et en B.

Pour calculer le vecteur moment, on ut|I|se Ia formule dite « formule du moment ».

M —M +R/\AB
On adonc:

En cinématique :

L ow(21) | ] w(2n) | _ w(2/
(211] _Al 17(A,2/1)} _Bl *(3,2/1)} _[ V(A2/1)+w

En statique :

(S
>
S,
&'

=
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3.2.1  Calcul manuel
En cinématique, le mouvement de 2 par rapport & 1 étant modélisé par {2/1} connu au

point A, on cherche son expression en B :
R vx(A,2/l> WX(2/1) N X 43
V(A21):| wy(a21)| W2 wy(2/1)|  A4B:| ¥,
vz(A4,211) wz(2/1) Z 4

wx(2/1) wx(B,2/1)
(2/1) w(B,2/1)
)

[(2/1}= {wy(2/1) wy(4.,2/1
wz(2/1) vz(B,2/1

Awz(2/1) vz(4,2/1

wx (2/1)  vx(A4,2/1)+(wy(2/1)XZ ,—wz (2/1)XY ;)
= {wy(2/1) vy(A,Z/l) (wz(2/1)X X ,—wx(2/1)XZ )
slwz(2/1) vz (A4,2/1)+(wx (2/1)XY ,—wy(2/1)X X )
En statique, I'action de 2 sur 1 étant modélisée par {221} connu au point A, on cherche

wx (2/1) vaz/lg {
)| s

son expression en B :

R L,(2>1) . X(2-1) | Xus
M, (21):f M (2-1) R(221): Y(2~1) AB:| v,
N,(251) Z(2~1) Zp

X(221) L,(2-1) X(221) Ly(2-1)

221)=1{Y(2>1) M (2>1)}={Y(2>1) M,(2-1)

A Z(221) N (221)] 5 Z(21) Ny(2-1)

X(221) L221)+(Y(231)XZ 3—Z(21)XY )

= (Y (221) M (221)+(Z(21)XX ,—X(21)XZ ,)

A Z(21) N(221)H X (231)XY Y (21)xX X ;)
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En cinématique, le programme MOMCIN va calculer les coordonnées de la vitesse
V(B,1/2) en fonction de la vitesse 7 (4,1/2) de w(1/2) etduvecteur 4B

MOMCIH
"UEETEUR AE 7"
_II‘:\_}U{J

"HRE=""7alla
"ZRE=""7+lly
ClrTexta
| ocate 1. 1,"HDHEHT CIHEHHTIQUE HUE
| ocate 1 '"UBE = LIRE+

| ocate 4
| ocate 1
| ocate 1
| ocate 2 2"

| ocate 1 "UBY = LUARY+"a
| ocate 4 #

| ocate 1 !

| ocate 1

| ocate 2

| ocate 1

| ocate 4

| ocate 1

| ocate 1

| ocate 2

11
Il
Wi
BZ = UARZ+"4
11
]
Ml

MOMEMT CIHEMATIGIIE
LEx = UAx +

wAB=" =

= 8 W+ S8.6 W2
“YRE=" LBEY = LAY +

—BE5. & -3H NE 5] 1k
ZAB="7 VEE = UHE

5] -BE.6 W+ SAE by

Version Ti 82
Programme
PROGRAM: MOMCIH

iDisF "UECTEUE AE *"

tInPut

I -

e

Exécution
WECTEUR RE 7

MOMT CIMEMATIGLIE
LR

#AB: -24 WBH = +
“YAEB: -B5. & 5} WY486.6 WZ
ZAE: & WVBY = WRY +
-SE W2+ 1k
WBZ =

VAZ +
~86. llK+38 1y
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En statique, le programme MOMSTA va calculer les coordonnées du moment M ,(2->1)
enfonctonde M ,(2-1) ,delarésultante R(2>1) etduvecteur 4B

MOMSTA
"WECTELR AE "¢
AE="2+Ll4
nHRE=" 2+l
"ZAE=" 2+l

ClrTexts

L ocate 1.1."MOMENT STATIQUE "«
| ocate LB = LA +"q
| ocate
| ocate
| ocale
| ocale
| ocale
| ocate
| ocate
| ocale
| ocate
| ocate
| ocate
| ocate
| ocate
| ocate

MHHLHMHH.&.HMHHLHH
Lt UL ol Ot L et L L

2.
3
4
5
&
g

—J=l=Ju AL Gl

5]
ME =_MA +
34

2 + A
ME = MA +
BE.5 ¥ + -5@

MOMENT STATIGUE :
R AE 7 LE = LA +
¥ + -86.6 Z

“
Y

Version Ti 82
Programme
PROGRAN: MOMSTA

rHo
=D15P "UECTEUR AE *"
flnFut “AAB:".U

tInPut. “YHE: ":U

tInPut “"ZAEBI ML

! ClrHome

$0utPutcla 1. "MOMENT STHTIGUE
: B =LA +">

Exécution

P

7 MOMEMT _STATIGUE
VECTEUR RAE LE = LA

AHE S8
YAB G, G
ZAE: R

+4+++++

-85, 62
a u
=L
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3.3 Somme de torseurs

3.3.1 Torseur nul
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Le torseur nul a un vecteur résultante nul et un vecteur moment nul en un point A

quelconque. S'il est nul en un point, il est nul en tout point.
(0] =
0=

it

3.3.2 Somme de 2 torseurs

La somme de deux torseurs a pour résultante la somme des résultantes et pour moment
en A la somme des moments en A. Les 2 torseurs doivent donc étre exprimés au méme

point pour effectuer la somme.

3.3.3 Utilisation en cinématique

R+S
M +N

Dans une étude cinématique, on effectue la somme des torseurs des mouvements des
solides pour effecteur la fermeture cinématique du mécanisme.

1372 +|2/1]

+1/3]= 0]

Cette équation de torseurs se traduit par un systeme de 6 équations scalaires :

wx(3/2)+wx (2/1)+wx (1/3)=0
wy(3/2)+wy (2/1)+wy (1/3)=0
wz(3/2)+wz(2/1)+wz(1/3)=0
vx(A4,3/2)+vx(A4,2/1)+vx(4,1/3)=0
w(A4,3/2)+vy(4.,2/1)+vy(4,1/3)=0
vz (A4,312)+vz(A4,2/1)+vz(A4,1/3)=0

3.3.4 Ultilisation en statique

La résolution de ce systéme
permet de déterminer les
composantes inconnues des
mouvements en fonction des
composantes connues.

Dans une étude statique, on effectue la somme des torseurs des actions mécaniques qui

s'appliquent sur un solide pour vérifier I'équilibre de celui-ci.

[4>1]+3>1]+[2>1|=[0]

Cette équation de torseurs se traduit par un systeme de 6 équations scalaires :

X(421)+X(321)+X(21)=0

Y (41)+Y(3>1)+Y(2>1)=0

Z(421)+Z(321)+Z(2>1)=0
L,(4>1)+L,(3>1)+L,(2>1)=0
M, (41)+M (31)+M ,(2-1)=0
N ,(421)+N (321)+N (221)=0

La résolution de ce systéme
permet de déterminer les
composantes inconnues des
actions en fonction des
composantes connues.

A noter qu'on ne peut résoudre le systéeme que s'il y a au plus 6 inconnues !
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3.3.5 Reésolution des systémes d'équations

Un tel systeme d'équations linéaires peut se résoudre a la main (systéme simple) ou grace
a la calculatrice (systeme complexe).

Version Ti 82
Utiliser le |_Ea'1'-b'.ﬂ Utiliser Wgﬂaﬁiﬁ & L s Fct
- =IHULT EQn =0LYER
menu =0 I'application £ : ETEEEﬂ% S
—_ Y: FOLY HELF
« EQUA » 5t 4l 4+ m 2 =i « Simult » gE195m]t2 i POLY HELE
4 bk C d £ Périod 6: QUIT FOLYSHLT
Remplirle ! I I ' 0" Remplir le EEEEINGEEETT
tableau des % BB.E o 525 s tableau des
ableau al  -so 0 223 -3
coefficients coefficients
FEME [CEC [CLFR [EDIT (24 = "22 3
:.: ||] uEE IHAINVHODENCLFILOADYSOLYE
Obtenirle 1 _ |1 'qq Obtenir le BaEG. 4t conese
résultat 2L 1.3108 résultat we=-11, 77321083

wz=1.31B612874

3.4 Torseurs particuliers

3.4.1 Torseur couple

C'est un torseur de résultante nulle. Le moment est alors le méme en tout point.
En cinématique, il modélise un mouvement de translation (champ uniforme des vitesses).
En statique, il modélise une action de type « tordre » pure (couple moteur ou récepteur).

[cl= 01=120 avec]\ZA:]\/?B,VAetB
AMA B B

3.4.2 Torseur glisseur

C'est un torseur de moment nul en un point.

En cinématique, il modélise un mouvement de rotation d'axe fixe (vitesse nulle sur I'axe).
En statique, il modélise une action de type « pousser » (force).

lgl= R _ R

] — - -

A O B MB

L'axe du glisseur est I'ensemble des points de I'espace ou le moment du glisseur est nul.
En cinématique, c'est I'axe de rotation.

En statique, c'est la droite d'action. L
Droite (A4, R) telle que VB€(A4,R), M ,=M ;=0
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